Concursul interjudetean de matematica ” Alexandru Papiu Ilarian”
Editia a XIV-a, Targu-Mures, 2009

Clasa a IX-a

Cercul inscris in triunghiul ABC' este tangent laturilor BC, CA, AB in A, B’,
C'. Sa se arate ca

VAB' + AC' +/BC' + BA' +/CA' + CB' < VBC +VCA + VAB.
Vasile Pop

Solutie. Notam cu z,y, z lungimile tangentelor de la A, B, C' la cercul inscris.
Avem de aratat ca

V2r4+ 2y + V22 <yt z+Vitar+Vrty &
2(VT + VU +V2) < V2y +2) + 2z +2) + 2z + y).

Dar
V2(y+2)>Vy+vz

+
(& 2y+2)>2y+2+2/yz & y+2>2/yz & y—;zwﬁ)

Analog \/2(z 4+ ) > 2z + x si \/2(z,y) > & + /y, care adunate dau ine-

galitatea ceruta.



Clasa a IX-a

Se considera sirul (z,),>o definit prin relatia de recurenta:
Tpi1 =3T, +/822+1, neN, z,=0.

a) Sa se arate ca toti termenii girului sunt numere naturale.
b) Sa se determine numerele naturale n pentru care xz,; se divide cu 6.

Vasile Pop
Solutie. Din relatia z,; — 3z, = /822 + 1 rezulta:

P(n) : a2, — 6z, + 22 =1, n>0

Pn—1): 22 —6x,x, 1 +22 =1, n>1

($n+1 - xn71>(xn+l - Gxn + xnfl) = 07 n 2 1

Din relatia de recurenta: xqg = 0, x1 = 1 rezulta x,, > 0 pentru orice n > 1 si
atunci x, 11 > x, > x,_1, deci din ultima relatie rezulta relatia de recurenta liniara:

Tp1 = 62y —Tp_1, n =1
a) Prin inductie din g € N, x; € N rezulta x,, € N, n > 2.

b) Avem 41 + x,_1 = 62, deci x,1 + x,,_1 se divide cu 6.

Din z¢ = 0:6 rezulta x4,:6, (2 = 6).
Din zy = 1 §i 23 = 35 = (—1) (mod 6) rezulta x5 = 1 (mod 6), 7 = —1
(mod 6), ..., Tapy1 =1 (mod 6) si 24443 = —1 (mod 6).

Multimea {n € N| (z, +1):6} = {4k + 3| k € N}.



Clasa a XI-a

Fie M = {A, Ay, ..., A,} multimea varfurilor unui poligon regulat.

a) Sa se determine numarul triunghiurilor isoscele care se pot forma cu varfuri
din M.

b) Sa se determine numarul minim de varfuri care trebuie eliminate din multimea
M astfel ca sa nu se poata forma triunghiuri echilaterale cu varfurile ramase.

Vasile Pop

Solutie. a) Numaram toate triunghiurile isoscele BA;C cu A1B = A;C, cu
varful in A;. Bisectoarea unghiului BA;C' este diametru pentru cercul circumscris

n—1
poligonului si in acelasi timp axa de simetrie. Punctul B il putem alege in [ 5 }

n—1
moduri si implicit si simetricul sau C'. Din cele {T} triunghiuri, in cazul n
divizibil cu 3 trebuie sa eliminam triunghiul echilateral cu varful A;. Obtinem in

n n—1
total n - T} triunghiuri isoscele daca n nu se divide cu 3 i n - [ 5 } —n =

n—3

triunghiuri isoscele (neechilaterale) daca n se divide cu 3.

b) Daca n nu se divide cu 3 atunci nu se pot forma triunghiuri echilaterale, daca
nu trebuie eliminat niciun punct.

Daca n = 3k partitionam poligonul in k triunghiuri echilaterale AA; Agiq Aoiq,
ANAsAgioAogia, ..., NARAsL Asy si trebuie sa eliminam cel putin cate un varf din
fiecare, deci k = % varfuri. Dacs elimin¥m varfurile Ay, As, ..., A, nu se mai pot

forma triunghiuri echilaterale.



Clasa a IX-a

Sa se determine numerele naturale n pentru care multimea A, = {1,2,...,n}
contine exact 10 numere care sunt multipli de 2 sau de 5 dar nu sunt multipli de 3.

Vasile Pop

Solutie. Aratam ca singurul numar este n = 25. Pentru k € {1,2,...,n} notam
cu M numarul multiplilor de k, deci M, = [%] Numarul multiplilor de 2 sau de

5 este My + M5 — Miq. Trebuie eliminate numerele care sunt multipli de 3 deci de
2-3 =6saude 5-3 = 15, numarul lor este Mg+ M5 — Mjzy. Astfel obtinem conditia

10:M2+M5—M10—M6—M15+M30

51+ 5]+ ] - [6) - 1) - [l =0

Fien=30k+pcuk eNgipe{0,1,...,29}. Ecuatia devine

o (5] )+ (- [4]) - - o

b p p p . [P o
D H_H> ,H_[_}> H 1 1t5 10 > 12k —1
eoarece 5 6l 2 0 e 0l 2 0 si 3 € {0,1} rezulta 10 > 12k &

1
k< D deci k =0 gi ramane can € {0,1,...,29}.
Sa observam ca daca notam cu a, numarul multiplilor de 2 sau 5 din A,,, care

nu sunt multipli de 3, atunci a, ;1 > a, si avem de gasit n pentru care a,, = 10.
Fi [p}_p [p]_p [P}_p [p}_p [p}_p
1€ | = ___ala = ———OZQ, = ———063, TA ———()é4, T ———O[5
2 2 5l 5 6 6 10 10 15 15
cu o, e, g, ay, s € [0, 1] si obtinem:

Sau

p . p p D P 11p 210
— 44+ —-—=——=—=10 —y—a—a>7 & —>7T = p>—
5 576 10 15 tota—az—ai—as 30 P71
deci p > 20.

Pentru p = 20 calculam:

oo [2], [ 20 201 [20]_,
12 5 6 10 15| TR T BT TS
—10+44-3-2-1=8< 10

Pentru p = 21 nu se schimba nimic. Pentru p = 22 se schimba doar z; — 21 + 1
si £ =9 < 10.

Pentru p = 23 nu se schimba nimic.

Pentru p = 24 se schimba z{ +— x1 + 2, z3+— x3+ 1 si £ =9 < 10.

Pentru p = 25 se schimba x1 +— 1 + 2, 9 — 29+ 1, 23 +— 23+ 1 51 e = 10.

Pentru p = 26 obtinem EF = 11 > 10, am depasit deja 10. Unica solutie este
n = 25.



Clasa a IX-a

Fie O, A, B, C patru puncte in plan astfel ca distantele dintre oricare doua sa fie
numere rationale.
Sa se arate ca exista numere rationale a, b, ¢ astfel ca

a-OA+b-OB+c-0C =0.
Vasile Pop
Solutie. Daca vectorii OA si OB sunt coliniari, atunci

OB-OA+0OA-OB=0

siluam a= 0B, b= 0A, c=0.
Daca vectorii OA si OB sunt necoliniari atunci exista numerele reale a si b astfel

ca o
OC=a-OA+0b-0B.
Aratam ca a gi b sunt rationale. Avem:
o[ OC-04= .04 +4(OA-0F)
" OC-OB=a(OA-OB)+b-0B?
Dar

AB*=AB-AB = (OB — OA)> = OB? + 0A? - 20A- OB

si din ipoteza rezulta OA - OB € Q si analog OC - OA € Q i OC - OB € Q.
Sistemul S are coeficienti rationali (a,b sunt necunoscute) si obtinem (prin di-
verse metode)

. (OA-OB)(OC -OB) — OB*(OC - OA) €0
B (OA-OB)? — 0A2. OB?

(OA-OB)(OC - OB) — 0A*(OC - OB)
(OA-OB) — 0A” - OB

(numitorul este nenul deoarece vectorii OA i OB fiind necoliniari avem |OA-OB| <
|OA] - |OB|| & (OA-OB)*>—-0A?-0B?<0).

b:

cQ



Clasa a X-a

Fie a, b, c, x,y, z numere pozitive care verifica relatiile:

a=cy+bz, b=az+cr, c=br+ay.

3
Sésearatecél§x+y+z§§.

Vasile Pop

Solutie. inmul‘gim prima relatie cu a, a doua cu b si a treia cu —c si le adunam.
Obtinem 2bcz = a® + b? — ¢?, deci

a® + b —
r=—" "

2bc
si analog prin simetrie:
b’ +c* —a?
v= 2bc
A+ ad =
o7 2ac

Dinx > 0, y > 0, z > 0 rezulta ca a, b, c sunt laturile unui triunghi ascutitunghic
(@>+0*>c® = a+b>c)siz=cosC,y=cosA, z=cosB.
Avem de aratat ca

3 3
cos A+ cos B+ cosC < 5 @ cos A+ cos B — cos(A+ B) < 5 ©
A+ B A-B A+ B 3
2 : — 2cos® 1< =
CoS 5 Cos 5 COos 5 + =5 =
A+ B A+ B A-B 1
2 cos? i — 2cos i - COS +->0.
2 2 2
B
Notand u = cos i avem de aratat ca
A-B 1
2u® — 2u cos +§ZO
. 2 A - . . .
Functia de gradul IT  f(u) = 2u® — 2ucos + 5 cu discriminantul A =
A-B
4 <0052 7 1) < 0, deci pastreaza semn constant pe R, rezulta f(u) > 0,
A+ B
u € R gi in particular f ( cos i > 0.

Pentru inegalitatea x + y + z > 1 obtinem

A+ B A—B A+ B A+ B
Cos i Cos — CoS + >0 & cos + sin — sin — > 0,
2 2 2 2
C e o B
care este adevarata caci < 90°.



Clasa a X-a

Sa se arate ca numerele reale distincte aq, as, ..., a, sunt in progresie aritmetica
daca si numai daca multimea D = {a;, — a; | 1,7 = 1,n} are 2n — 1 elemente.

Vasile Pop

Solutie. Daca ay,as, ..., a, sunt in progresie aritmetica atunci D = {(i — j)r |
i,j = 1,n}, unde r # 0 este ratia progresiei. Multimea B = {i — j | i,7 = 1,n} este
B={0,+1,£2,...,£(n—1)}si |B| = |D| = 2n — L.

Reciproc: fie a1 < as < -+ < a,.

Vom arata ca numerele pozitive din D aranjate in tabelul

Gy — a1,03 — A2,04 — A3, ...,0n — Gp_1 (n_]-)

s — Q1,04 — Ao, a5 — A3, . . ., Ay — Qp_2 (n—2)

gy — Q1,05 — Ao, ..., 0p — (p_3 (n—3)

.................. (1)

Ap—1 — A1, Gy — A2 (2)

ap — Gy (1)
sunt egale pe fiecare linie, ceea ce implica faptul ca aq,ao,...,a, sunt in progresie
aritmetica.

Numerele 0 = a1 —aq, £(az—ay), £(ag—aq),...,£(a,—ay) sunt din D, distincte
in numar de (2n — 1). Notand d; = as — a1, d3 = a3 — ag, ..., d,_1 = a, — a1, din
ipoteza rezulta ca pentru orice ¢ > j numarul a; — a; € {d1,ds, ..., dp-1}.

Avem:

0<a3—a2<a3—a1:d2 = a3—a2:d1
dlzag—a2<a4—a2<a4—a1:d3:>a4—a2:d2
do=ags—as<as—as<as—a; =dy = as— ay = d3

Am terminat coloana 2 gi incepem cu coloana 3.

O<a4—a3<a4—a2:d2 = a4—a3:d1
di=as—a3<as—az3<as—ay =ds = as— az = ds
d2:a5—a3<a4—a3<a6—a2:d4:>a6—a3:d3

Se continua inductiv acest algoritm, care se termina cu a,, — a,_1 = d;.



Clasa a X-a

Fie m,n numere naturale si A = {ay,as,...,a,} o multime de numere intregi.
Sa se arate ca:

a) Daca 1 < m < n atunci exista indici distincti iq,4s,...,4 € {1,2,...,n}
astfel ca suma a;, + a;, + - -+ + a;, sa se divida cu m.

b) Daca n < m < 2™ atunci exista indici distincti 1,49, ...,% € {1,2,...,n} s

o alegere a semnelor + si — astfel ca numarul +a;, + a;, &+ --- £ q;, sa fie divizibil
cu m.

Vasile Pop

Solutie. a) Consideram sumele s; = a1, So = a1 +ag, ..., Sy = a1+ as+- -+ ap.
Daca o suma este divizibila cu m am terminat. Daca nu, atunci exista doua sume
5i, 85, © < j egale modulo m, deci s; — s; se divide cu m < a;11 + - - - +a; se divide
cu m.

b) Notam cu Aj, Ay, ..., Asny submultimile nevide ale multimii A i cu
S1, 89, ..., Son_1 sumele elementelor lor. Deoarece m < 2" — 1 una din sume se divide
cu m (caz In care am terminat) sau exista doua sume egale modulo m,

si =s; (mod m).

Daca eliminam din multimile A; si A; elementele comune, raman doua multimi
disjuncte Ay si A, astfel ca

Sy =8, (modm) < Za—l— Z(—b):O (mod m).

a€Ay bEAp



Clasa a XI-a

Sa se determine numarul elementelor multimii:

A:{<a1,a2,...,a10> ’ 1<agi<ay<---<ayp <101 §iai+1—a¢210, 221,9}
Vasile Pop

Solutie. Daca (ay,as,...,a19) € A atunci definim by = aq, by = a3 — 9, by =
a3 —2-9,..., byg =ap—9-9 si atunci

(bl,bg,...,blo)GB:{(bl,bg,...,blo|1§b1<bg<"'<b10§20:101—81}

Reciproc: Daca (b1, ba,...,b1p) € B atunci (aq,as,...,a19) € A, unde a; = by,
a3 =by+9,a3=b3+2-9,..., a9 =byp+9-9. Multimile A si B au acelagi numar
de elemente. Un element din B se alege luand 10 elemente distincte din multimea
{1,2,...,20}, ceea ce se poate face in C3) moduri, deci |A| = C3J.



Clasa a XI-a

Fie a, b numere reale pozitive. Definim girul (x,), prin relatia de recurenta
Tpi1 = (a+b)x, —abx,—1, n>1, cuxg=1sg 21 € R\ {a,b}.

Sa se arate ca girul (z,), contine o progresie aritmetica infinita daca i numai
daca a=0b=1.

Vasile Pop
Solutie. Daca a # b atunci x,, are forma:
T,=A-a"+B-b", neN.

Din 2o = 1 si a # b obtinem

1

— b[:cl(a” —b") —ab(a® " = 0", neN

Tp =

Putem considera a < b.

Daca sirul (z,,), contine o progresie aritmetica infinita y, = x,,, yp = o + k7,
r # 0, atunci sirul (z,), este nemarginit, deci b > 1.

Pentru b > 1 se arata usor ca nlirglo(xnﬂ — x,) = 400 sau —oo, In particular

exista N € N astfel ca |z,11 — x,| > 2|r| pentru n > N si atunci exista intervale
de lungime 2|r| in care nu se gasesc termeni din sir, deci nici termeni din progresia
(yx )k, contradictie.

Dacda=batunciz, =A-a"+B-n-a" ‘tsidinagy=1=Asizx;=A-a+ B
rezulta

T, =a"+ (z; —a)-n-a" "

Cu acelagi argument sirul (z,), trebuie sa fie nemarginit, deci a > 1.

Daca a > 1 atunci la fel lim(z, 1 —x,) = 400 sau —oo, deci nu contine progresii
infinite.

Daca a = 1 atunci x,, = 1 + (x; — 1) - n, care este o progresie aritmetica infinita
deratier =2, —1#0 (z1 £a = x; #1).

10



Clasa a XI-a

Fie P un polinom de grad n > 2 cu proprietatea
P(k) = k-2, pentru orice k € {0,1,...,n}.
a) Sa se arate ca:
CL4202 + - 4 kCF =k - 2",
b) Sa se determine P(n + 1).
Vasile Pop

Solutie. a) Avem relatia iC} = kC,i:ll si atunci

k k
diCi=kY i =k-2"
i=1 i=1
b) Exprimam C? ca polinom in x:

z(z—1)...(x—p+1)

cr =

si atunci polinomul
Q(x) =CL+202 + - +nC"
x r(x —1 r(x —1)(x —2 rx—1)...(x —n+1
Loyl g ale-D@=2) 1) )
1! 2! 3! n!
are gradul n si

Qk)=CL+2C2+ -+ kCy+0=Fk 2!

deci Q(k) = P(k), k=0,1,...,n.
P si @ fiind egale in mai mult de n numere rezulta ca sunt identice, deci P = @)
si atunci
P(n+1)=Q(n+1)=Cpyy +2C5, + - +nChyy
n+1

=Y i - D)CH 2 (1) -2 — (0 1) = (n+ 1)(2" 1),
i=1

11



Clasa a XI-a

Sa se arate ca singura permutare o a multimii {1,2,...,n} care are proprietatea
14+0(1) <2+4+0(2) <...<n+o(n) este permutarea identica.

Solutie.

Vom ariita ¢d o(n) = n si prin inductie va rezulta o(k) = k, k = 1,n. Daca
prin absurd o(n) # n, atunci exista k < n astfel ca o(k) = n. Avem k + o(k) <
(k+1)+o0(k+1) < o(k+1) >=n, dei o(k + 1) = n, contradictie cu o(k) = n.

12



Clasa a XII-a

S . 1] . o
Pentru a € R consideram matricea X, = { _al a } si notam
a, b
n — n n > .
(X,) [_bn an], n>1
Sa se arate ca exista a € R pentru care by < ay, by < as, ..., baggg < G009 Si
bao10 > a2010-
Vasile Pop
Solutie. Scriem pe X, sub forma
Y _ 1 cost sint
“ J/1+a2 | —sint cost
de t € [0, 27] astfel / ¢ sint !
unde , 27| astfel ca cost = ———, sint = ———.
Avem
(X,)" = 1 cosnt sinnt
Y (V1+a2)r | —sinnt sinnt

si conditiile devin cosnt > sinnt, pentrun = 1,2,...,2009 si cos 2010t < sin 2010¢.

T T T ™
Alegem ¢ > 0 astfel ca 2009t < ~ i 2010 > ~, adicé ¢ ( : ),d
egem > astiel ca < 4§1 > 4 adlcat € 42010 412009 (§]
2 T

v ﬂ- v v . . . .
exemplu luam ¢ = ——. Daca notam cu b = sin® ——, din relatia —— = sint

8038 8038’ V1+4a?

2 este una din valorile lui a pentru care se verifica inegalitatile

rezulta a =

cerute.

13



Clasa a XII-a

Fie f : R x R — R o functie si (a,), un gir de numere reale care verifica relatia
de recurentd a1 = f(an,a,_1), ¥ n > 1. Sa se arate ca daca multimea

A={a,|neN}

este finita atunci exista doua polinoame P, Q) € R[X] si exista

_ P(z)
1 P+ fauah) = v —1,1).
nLI&(ao+a1$+a2$ + -4 a,a”) Q@) re(-1,1)

Pop Vasile

Solutie. Deoarece multimea A este finita si multimea B = {(a,,a,_1) | n > 1}
este finita. Exista m,n € N, m # n astfel ca (a,, an—1) = (@m, @m-1). Daci n = m+p
atunci din relatia de recurenta obtinem: a,4, = a4, V ¢ > m, deci sirul (a,), este
periodic de perioada p de la rangul m.

Notam S, (z) = ag + a1z + asx? + -+ - + a,z" si avem:

Smikp(T) = Sp(x) + 2™ R(z) + 2™ PR(x) + - - - + 2™ EDP R (1)

1 — ghp

= Sp(x) + 2™ - [

unde
2
R(%) = Q1@ + Qg™ + -+ - + Qpgp?.

Trecand la limita cu £ — oo obtinem

kh_)rgo Smtkp(T) = Spm(x) + T = Q(OC;’ Vaoe(-1,1)

unde P, Q € Rz].
Pentru numerele n care nu sunt de forma m + kp, k € N mai raman in S, (z)

un numar finit de termeni @, gpy12™ P 4 - b @™ TP si cand b — oo
fiecare termen tinde la zero (lim ™kt =0, V o € (—1,1)).

k—o0

14



Clasa a XII-a

Se considera functiile f : R — R, derivabila si g : R — R de doua ori derivabila
cu proprietatile:
@) —2f(x) >0, V2 >0, f(0)=1,

9"(x) —3¢'(x) +2g(z) 20, V2 >0, ¢(0)=0, g'(0) = L.

Sa se arate ca:
a) f(z) >e* YV >0;
b) g(z) > e** —e*, V z > 0.
Vasile Pop
Solutie. a) In relatia f(z) — 2f(x) > 0 inmul{im cu e * i obtinem
(f(z)e ) >0, V2 >0,
deci functia f(x)e* este crescitoare pe [0, 00) si atunci
f(x)e™ > f(z) & flx)>e* Va>0.
b) Scriem a doua relatie sub forma
(¢'(z) — g(x)) — 2(¢'(x) — g(z)) = 0, V2 > 0.
Notam h(z) = ¢'(x) — g(x) si verifica conditiile
h'(x) —2h(x) >0, V2 >0, h(0)=g'(0)—g(0)=1.
Din a) rezulta h(z) > e* Vo >0 &
d(z) —g(z) >e*, V>0
In ultima inegalitate inmultim cu e™* si obtinem:
(g(x)e™ —e") >0, Va>0.
Functia g(z)e™ — e” este crescatoare pe [0, 00) si atunci
glx)e ™ —e*>¢g(0)—1=-1, Vx>0.

Obtinem g(x) > —e® +¢e*, V 2 > 0.

15



Clasa a XII-a

Fie A o matrice de ordin 2n, n > 1 cu elementele numere naturale i cu propri-
etatea:

(P): pentru orice doua linii L;, L; cu i # j, suma lor L; + L; contine n elemente
numere pare si n elemente numere impare.

a) Sa se arate ca pentru orice doua coloane C; si C; cu i # j, suma lor C; + C}
contine n elemente numere pare si n elemente numere impare.

b) S& se arate c& pentru orice k > 1 existd matrice de ordin 2F cu proprietatea
(P).

Vasile Pop

Solutie. a) Asociem matricei A = [a;;], matricea B = [b;;] in care b;; = 1 daca
a;; este numar par si b;; = —1 daca a;; este numar impar (b;; = (—1)%).
Observam ca matricea A are proprietatea (P) daca si numai daca produsul
oricaror doua linii L; si L; din matricea B contine n de 1 si n de —1, adica
2n 2n
Z birbjr = 0. Deoarece Z(bik)Q = 2n, Vi =1,2n rezulta ci A are proprietatea (P)
k=1 k=1
dacd si numai daca B - Bt = 2n - I,,. Evident avem si B' - B = 2n - I,,, relatie care
reinterpretata da aceleasi conditii asupra coloanelor matricei B, respectiv asupra
coloanelor matricei A.

b) Definim
o 1 1 1 . o [ sz BQk
BQ—|:_1 1- S1 B2k+1__—B2k BQk‘|,Vk21,
respectiv
1 1 1 . [ AQk Agk
= 1 = —_— >
Ay [ 01 si Agir T | Aw ] , VEk>1,

unde [a;;] = [a;] si1=0,0=1.

Observatie. Se poate pune problema: care sunt numerele naturale n pentru care
exista A de dimensiune 2n cu proprietatea (P). Nu stiu raspunsul dar cred ca sunt
numai numerele de forma n = 2*, k € N.
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